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Геометрические диграфы как модели 

гетерогенных компьютерных сетей

стр. 50 – 59

А.И. Миков
ФГБОУ ВО «Кубанский государственный университет»

350040, Краснодар, ул. Ставропольская, 149

Контактные данные: Миков А.И., e-mail: alexander_mikov@mail.ru

Резюме: Рассматриваются новые математические модели сетей – геометрические ориентированные графы. Та-
кие модели адекватно отображают структуру неоднородных беспроводных компьютерных, сенсорных и иных 
сетей. Исследуются сильно связные компоненты геометрических диграфов, их зависимость от количества узлов 
сети в заданной области, от распределений радиусов зон приема и передачи сигналов. Анализируются вероятност-
ные характеристики случайных геометрических диграфов, особенности зависимостей вероятности сильной связ-
ности от количества узлов в диграфах при различных сочетаниях радиусов.

Ключевые слова: диграф, геометрическая конфигурация, беспроводная сеть, отношение сигнал шум, ad hoc сеть, 
случайный диграф, сильно связная компонента, вероятность связности

Geometrical digraphs as models of 

heterogeneous computer networks

pages 50 – 59

A.I. Mikov
Kuban State University

149, Stavropolskaya str., Krasnodar, Russia, 350040 

Summary: New mathematical models of networks are considered - geometrical oriented graphs. Such models adequately 
reflect the structure of heterogeneous wireless computer, sensor and other networks. The strongly connected components of 
geometric digraphs, their dependence on the number of network nodes in a given area, on the distributions of the radii of 
the zones of reception and transmission of signals are investigated. The probabilistic characteristics of random geometric 
digraphs, the features of the dependences of the probability of strong connectivity on the number of nodes in the digraphs for 
various combinations of radii are analyzed.

Keywords: digraph, geometric configuration, wireless network, signal noise ratio, ad hoc network, random digraph, graph 
component, connection probability

doi: 10.34219/2078-8320-2020-11-4-50-59

Введение
В качестве математических моделей беспроводных ком-

пьютерных сетей часто рассматривают геометрические 
графы, являющиеся подклассом обыкновенных неориенти-
рованных графов, порождаемых геометрическими конфи-
гурациями – расположениями узлов сети. В таких моделях, 
называемых «1-disk», узлы сети представлены вершина-
ми графа. Две вершины связаны ребром, если расстояние 
(в евклидовой метрике) между соответствующими узлами 
меньше заданной величины – радиуса r приема/передачи 

сигналов. При этом радиус для всех узлов одинаков (в мо-
дели «1-disk» радиус считается единичным), т.е. сеть – го-
могенная. Получающийся граф – неориентированный. Узлы 
сети располагаются в определенной ограниченной области, 
во многих математических исследованиях – это квадрат или 
куб с единичной стороной (в этом случае радиус r может 
принимать любые значения). Такие модели используются 
для анализа и разработки различных компьютерных сетей 
мониторинга [1 – 3], поддержки операций при поисково-спа-
сательных работах и т.п.
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Геометрические диграфы как модели гетерогенных компьютерных сетей

В настоящее время актуальным является исследование 
сетей, образованных устройствами больших групп [4 – 6] 
мобильных пользователей, слабо связанных между собой, а 
также включающих в себя элементы сенсорных сетей, RFID, 
устройства IoT, устройства Internet of Drones и др. Узлы та-
ких сетей имеют разные типы, различные мощности пере-
датчиков и чувствительности приемников сигналов.

Эти свойства компьютерной сети приводят нас к математи-
ческой модели геометрического ориентированного графа, по-
скольку передача информации в условиях гетерогенной [7 – 9] 
сети между двумя узлами может быть односторонней. Иссле-
дование таких моделей важно с точки зрения предсказания 
изменений в сетях [10] и принятия решений [11].

Математическая модель
Рассмотрим два узла сети. Каждый из них снабжен пе-

редатчиком сигналов и приемником. В месте расположе-
ния узлов имеется определенный уровень радиочастотного 
шума. По мере удаления от передатчика мощность сигнала 
уменьшается, и на некотором расстоянии сравнивается с 
мощностью шумов. В соответствии с рекомендациями Меж-
дународного союза электросвязи ITU-R P.525-2 при распро-
странении радиоволн в свободном пространстве (однород-
ной изотропной среде, не вносящей затухания) дальность 
действия радиостанции можно рассчитывать по формуле  
r1 = 4π√((Pс/Pш)G1G2λ), где λ – длина волны, Pс/Pш – отноше-
ние сигнал/шум, G1 – коэффициент направленного действия 
передающей антенны, G2 – коэффициент направленного дей-
ствия приемной антенны. Если какой-либо узел находится 
на расстоянии, меньшем чем r1 от передающего узла, то его 
приемник воспринимает сигнал и может его распознать на 
фоне шумов.

В нашем исследовании мы полагаем, что антенны узлов 
имеют одинаковые характеристики во всех направлениях, 
длины волн также одинаковы, и шумы имеют постоянную 
мощность для любой точки области расположения компью-
терной сети. Тогда при различных мощностях передатчиков 
в узлах мы получаем геометрическую конфигурацию сети, 
элементы которой изображены на рис. 1. Точками изображе-
ны положения узлов, а окружностями – границы уверенного 
приема сигналов передающего узла принимающими узлами.

 
Рис. 1. Варианты двух узлов с разными радиусами

Обозначим R – радиус большего круга (B), r – радиус 
меньшего круга (L), d – расстояние между центрами кругов. 
Имеется три варианта в зависимости от взаимного располо-
жения узлов. 

1) Если d  R, то узлы друг друга «не слышат».
2) Если d < R, то возможна передача от узла B к узлу L 

(имеется дуга B  R, то возможна передача от узла B к узлу 
L (имеется дуга B  L), но невозможна передача в обратную 
сторону (узел B располагается вне круга узла L).

3) Если d < r, то возможна передача в обе стороны (имеет-
ся дуга B  L и дуга L  B).

Первый и третий случаи обычны для геометрических 
графов. Второй случай (асимметрия) является мотивом для 
введения понятия геометрического диграфа.

Определим сначала геометрический диграф для выпу-
клой области на плоскости. Пусть дана евклидова плоскость 
с метрикой ρ, на которой выделена выпуклая область S. В 
пределах области задано множество P ⊂  S из n точек vi . Ина-
че, P  Sn, где Sn – декартово произведение (степень). Мно-
жество P назовем геометрической конфигурацией. В каждой 
точке области S задано вещественное число ri . Кроме это-
го, задано множество Dn всех ориентированных графов с n 
вершинами. Каждый граф из Dn представлен множеством V 
вершин vi и множеством дуг A ⊂ V × V.

Определение. Отображение DG: (S ×ℝ)n → Dn назовем 
помеченным геометрическим диграфом, если оно согласует-
ся с метрикой ρ следующим образом:

1) если ρ(pi , pj) ≥ max (ri , rj), то (vi , vj)  A;
2) если ρ(pi , pj) < min (ri , rj), то (vi , vj)  A и (vj , vi)  A;
3) если rj  ρ(pi , pj) < ri , то (vi , vj)  A и (vj , vi)  A.
Здесь нумерация pi и vi задает соответствие между точка-

ми области S и вершинами орграфа. Пометки (или нумерация) 
вершин определяется порядком задания точек в геометриче-
ской конфигурации P  Sn. Если этот порядок игнорировать, 
то получим непомеченный геометрический диграф.

Необходимо отметить, что отображение DG не является 
биекцией: хотя для любой геометрической конфигурации мо-
жет быть найден удовлетворяющий перечисленным условиям 
ориентированный граф, обратное неверно. Известно, что при 
равных радиусах ri (когда получаются неориентированные гра-
фы) многие обыкновенные графы не имеют прообразов (так 
называемые «запрещенные графы). Для случая геометрических 
диграфов аналогичный результат пока не известен. Возможно, 
что оперируя различиями в радиусах, можно получать более 
широкий спектр ориентированных графов из множества Dn .

Задавая дополнительно многомерное распределение 
вероятностей на области S, получаем понятие случайного 
геометрического диграфа. Он является обобщением слу-
чайного геометрического графа [12]. Важной задачей [13] 
является нахождение или задание распределения вероятно-
стей расстояний между узлами сети. Простейшим таким рас-
пределением является равномерное, при котором все точки 
геометрической конфигурации расположены независимо, и 
вероятность нахождения точки в некоторой подобласти про-
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порциональна площади этой подобласти, но не зависит, ни от 
ее формы, ни от расположения внутри области S.

Некоторые распределения вероятностей, например, мно-
гомерное нормальное распределение, позволяют рассматри-
вать возможность расположения узлов не в ограниченной 
области, а на всей плоскости.

Мобильные компьютерные сети отличаются тем, что гео-
метрическая конфигурация подвижна, точки pi(t) зависят от 
параметра – времени. Иначе говоря, вместо точек в области 
S рассматриваются траектории – одномерные кривые. Они 
определяют динамический геометрический диграф. Его ма-
тематическое определение мало отличается от определения 
динамического геометрического графа.

Характеристики связности геометрических 
графов
Для того, чтобы понять степень влияния гетерогенно-

сти – различия в радиусах зон уверенного приема / передачи 
сигналов узлами компьютерных сетей, проведем сначала де-
тальный анализ зависимостей вероятности связности геоме-
трических графов от количества вершин и величины радиуса 
(одинакового для всех узлов). Для обеспечения сравнимости 
результатов узлы случайной сети будем размещать в одина-
ковых областях круглой формы диаметра 10.

На рис. 2 приведены графики зависимостей вероятности 
несвязности геометрического графа сети от количества узлов 
сети при различных радиусах устойчивого приема / передачи 
для одинаковых областей расположения сетей. В этих гра-
фиках можно выделить четыре условных зоны: I – быстрое 
увеличение вероятности, II – зона почти неизменной вероят-
ности, III – зона близкого к линейному уменьшения вероят-
ности и IV – экспоненциальный «хвост».

Начальный участок (зона I) кривой довольно короткий, 
от 1 до 3 – 4 вершин для данных графиков. Вероятность не-
связности равна нулю для сети из одной вершины. Для случая 
n = 2 оценку еще можно провести в аналитическом виде, найдя 

функции распределения вероятностей длин расстояний меж-
ду двумя узлами – точками геометрической конфигурации. 
Например, для двух случайных точек, независимо выбран-
ных в единичном квадрате, плотность вероятности расстоя-
ния между ними имеет вид [14]:

	

	

	
Соответствующая функция распределения вероятностей 

задается формулой:

	

	 	

	
Формулы для области, имеющей форму круга.
Плотность вероятности:

	
Функция распределения вероятностей:

	

	
где R – радиус круга, y = x/2R, v = Ц 

Рис. 2. Вероятность несвязности графов для четырех радиусов
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Формулы для области, имеющей форму круга.
Плотность вероятности:

	  
Функция распределения вероятностей:

	

	
где R – радиус круга, y = x/2R, v = 

Поскольку площадь круга равна pR2, то для сопостави-
мости результатов с квадратной областью нужно положить  

, т.е. взять радиус области . На рис. 3 приве-
ден график зависимости FD(x для области в форме круга. Ве-

роятности FS(x) для квадратной области отличаются (в мень-
шую сторону) от вероятностей FD(x) для круглой области не 
более, чем на 2.6% при одинаковых значениях аргумента x.

Соответственно, математическое ожидание расстоя-
ния между двумя случайными точками в случае квадрата 
(0.521405433...) больше, чем для круга (0.510825596...). За-
метно относительно невысокая вероятность длин маленьких 
и больших отрезков. Вероятность того, что точки находятся 
на расстоянии менее 0.1 равна 0.029, вероятность длины от 
0.9 до 1.0 равна 0.044. При этом вероятность того, что длина 
находится в промежутке 0.5  0.6 равна 0.1395, т.е., по край-
ней мере, в три раза выше.

На рис. 4 и 5 показаны графики зависимости вероятно-
сти связности геометрического графа компьютерной сети от 
величины радиуса r для малых значений n = 2  5. Все узлы 
располагаются в круге диаметра 10.

Рис. 3. Функция распределения вероятностей FD(x)

Рис. 4. Вероятность связности для радиусов от 1.0 до 1.9
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На рис. 6 показаны два графика: функции f(r) = Pсвязн 
(при n = 2)/Pсвязн (при n = 3) и функции g(r) = f(r) / f(r + 0.1), 
показывающие как изменяется вероятность связности при 
добавлении к двум узлам еще одного. Нижний график пред-
ставляет собой константу g(r)  1.08, что характеризует убы-
вающую экспоненциальную зависимость f(r).

Зона II особенно ярко выражена для относительно не-
больших радиусов уверенного приема / передачи r. В частно-
сти, для r = 2.0 это зона от n = 5 до n = 20 (рис. 2). Напротив, 
для больших радиусов эта зона крайне мала (для r = 3.5 от n = 
7 до n = 9). Зона III содержит точку перегиба (если отвлечься 
от дискретности значений), вблизи которой график близок к 
линейной зависимости.

В зоне IV графики несвязности (рис. 7) имеют характер 
отрицательной экспоненты. Вероятность связности геоме-
трического графа при этом может быть выражена прибли-
женной формулой Pc(n, r)  a–n + k. Значения основания a за-
висят от величины радиуса r и приведены в табл. 1.

Таблица 1

Зависимость основания экспоненты от радиуса

r 2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 3 3.5

a 1.08 1.09 1.10 1.11 1.12 1.13 1.20 1.28

При больших радиусах (r = 3.5) вероятность несвязности 
практически достигает нуля уже для сетей с 30 узлами (ниж-
ний график). При r = 3.0 компьютерные сети почти всегда 
связны уже при 40 узлах. Результаты приведены для сетей, 
располагающихся в круге диаметра 10.

Если сеть в целом, все таки, оказывается несвязной, 
то для функционирования узла важно, в компоненте како-
го размера он содержится: если это большая компонента, 
то многие задачи в составе распределенной компьютерной 
системы узел может выполнять, и это даже не скажется на 
эффективности его работы. В составе малой компоненты 
узел весьма ограничен в получении внешней информации 

Рис. 5. Вероятность связности для радиусов от 2.0 до 2.5

Рис. 6. Отношения вероятностей связности для n = 2 и n = 3
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и, выполнив порцию работы, не получит данных для ее про-
должения. Поэтому представляет интерес оценка величины 
случайной компоненты сети в зависимости от общего ко-

личества узлов и величины радиусов. На рис. 8 приведены 
графики зависимости математического ожидания случай-
ной компоненты от радиуса для различных размеров сети.

Рис. 7. Вероятность несвязности больших геометрических графов

Рис. 8. Математическое ожидание случайной компоненты

Рис. 9. Среднеквадратическое отклонение размера компоненты
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На каждом графике есть участок с почти линейной зави-
симостью матожидания от величины радиуса. Для n = 50 это 
участок r = 1.4  1.6, на котором средний размер компоненты 
находится в пределах 20  35. Чем меньше n, тем длиннее 
подобный линейный участок. Кроме математического ожи-
дания важно еще и среднеквадратическое отклонение (СКО) 
размера случайной компоненты от среднего. Соответствую-
щие зависимости приведены на рис. 9.

При некоторых значениях радиуса оно весьма велико. 
Интересно, что максимумы СКО практически совпадают с 
серединами линейных участков зависимости математическо-
го ожидания от радиуса (с «точками перегиба»). Для n = 30 
{матожидание ± СКО} равно {19 ± 9}.

Характеристики связности геометрических 
диграфов
В качестве первой модели диграфа был рассмотрен случай 

сети с n вершинами только двух радиусов: r1 = 3 и r2 = 1. Функ-
ция распределение вероятностей положений узлов в области 

S – равномерная. Вероятность выбора для узла каждого из 
радиусов равна 0.5. Для различных узлов выбор независим. 
Таким образом, среднее значение радиуса rср = 2. Рис. 10 
включает I, II и начало III зоны графика зависимости вероят-
ности сильной связности диграфа от количества узлов ком-
пьютерной сети.

Рис. 11 включает вторую часть III зоны и значительную 
(по величине вероятности) часть IV зоны графика зависимо-
сти вероятности сильной связности диграфа от количества 
узлов.

На рис. 12 для сравнения приведены графики трех зави-
симостей. На оси ординат указаны значения вероятностей 
отсутствия сильной связности диграфов сетей, 1 – Pc(n, {r1; 
r2}). Иначе говоря, графы могут быть слабо связными, связ-
ными без учета направления дуг, или несвязными в смысле 
несвязности ориентированных графов. Все сети располага-
ются в кругах радиуса 10, положения узлов взаимно неза-
висимы. Каждая сеть имеет узлы двух сортов, выбираемых 
с вероятностью 0.5, радиусы сортов отличаются в три раза. 

Рис. 10. Вероятность сильной связности диграфа (3; 1) для n = 2 100

Рис. 11. Вероятность сильной связности диграфа (3; 1) для n = 110  250
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В сетях первого типа наборы радиусов r1 = 3.0 и r2 = 1.0, вто-
рого – r1 = 4.5 и r2 = 1.5, третьего – r1 = 6.0 и r2 = 2.0.

На рис. 13 приведены четыре зависимости вероятности 
отсутствия сильной связности геометрического диграфа сети 
от количества узлов для других наборов радиусов. Три гра-
фика (верхний, следующий за ним, и нижний) построены для 
случаев, когда один из радиусов равен 3.0, а остальные 1.0, 
1.5 и 2.0. Четвертый график – для специального случая ради-
усов {2.5; 1,93649167}.

На рис. 14 приведены графики зависимостей вероятно-
сти сильной связности диграфа сети от количества узлов при 
различных парах радиусов r: {6; 2}, {4; 2.3}, {4; 2.1}, {4; 
2.05}, {4; 2}. Они выбраны, исходя из того, что очевидно вы-
полняются неравенства для вероятностей сильной связности 
диграфов: Pc(n, {6; 2}) > Pc(n, {4; 2}), Pc(n, {4; 2.3}) > Pc(n, {4; 
2.1}) > Pc(n, {4; 2.05}) > Pc(n, {4; 2}) для любого n, поскольку 
по каждому аргументу радиусу функция Pc(n, {r1 ; r2}) явля-
ется монотонной при неизменном втором радиусе.

Но для вероятности Pc(n, {6; 2}) подобных неравенств, 
связывающих ее с вероятностями Pc(n, {4; 2.3}), Pc(n, {4; 
2.1}) и Pc(n, {4; 2.05}), нет. Каждый из графиков этих вероят-
ностей пересекается с графиком Pc(n, {6; 2}) в одной точке.

Pc(n, {4; 2.3}) < Pc(n, {6; 2}) при n < 12  и Pc(n, {4; 2.3}) > 
Pc(n, {6; 2}) при n  12.

Pc(n, {4; 2.1}) < Pc(n, {6; 2}) при n < 18  и Pc(n, {4; 2.1}) > 
Pc(n, {6; 2}) при n  18.

Pc(n, {4; 2.05}) < Pc(n, {6; 2}) при n < 21  и Pc(n, {4; 2.05}) 
> Pc(n, {6; 2}) при n  21.

Таким образом, можно отметить новую закономерность 
в зависимостях связности диграфов от количества узлов по 
сравнению с (неориентированными) геометрическими гра-
фами. Несмотря на возможность аналогичного представле-
ния графиков выделением четырех зон, при различных со-
четаниях значений радиусов графики могут пересекаться, 
т.е. неравенства для вероятностей, справедливые для любого 
количества узлов в сети, отсутствуют. Более того, графики 

Рис. 12. Характеристики сетей трех типов

Рис. 13. Вероятность отсутствия сильной связности диграфов
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вероятностей Pc(n, {r1 ; r2}) и Pc(n, {(r1 + r2)/2) существен-
но различны – зависимость для случайного радиуса (одно 
из двух значений, выбираемых с вероятностью 0.5) нельзя 
заменить на зависимость для одного неслучайного радиуса, 
равного математическому ожиданию случайного радиуса. 
Дисперсия в этом случае играет важную роль. Полученные 
результаты могут быть положены в основу решения приклад-
ных задач, таких как отыскание доминирующих множеств 
[14] в гетерогенных сетях, или анализа структурных проблем 
[15] безопасности компьютерных сетей.

Заключение
Проведен детальный анализ зависимостей вероятности 

связности геометрических графов от количества вершин и 
радиуса уверенного приема / передачи узлов беспроводных 
компьютерных сетей. Найдены приближенные формулы. 
Проведена оценка математического ожидания и среднеква-
дратичного отклонения размера случайной компоненты гео-
метрического графа. Для гетерогенных компьютерных сетей 
введена математическая модель геометрического диграфа. 
Изучены зависимости сильной связности диграфов от коли-
чества узлов и набора радиусов. Обнаружены новые свойства 
этих зависимостей по отношению к соответствующим зави-
симостям для неориентированных геометрических графов.
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