
УДК 517.929 + 330.4

ДОКАЗАТЕЛЬНЫЙ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ В
ИССЛЕДОВАНИИ ОДНОЙ НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ

c© А.Л. Чадов

Ключевые слова: непрерывно-дискретные модели, гибридные модели, доказательный вычисли-
тельный эксперимент, задачи управления.

Аннотация: Рассматривается непрерывно-дискретная система функционально-дифференциаль-
ных уравнений. Отличительной особенностью системы является наличие фазовых компонент как
с непрерывным, так и с дискретным временем и постоянного запаздывания. Для рассматриваемой
модели ставится задача управления в классе дискретных управлений с последействием и формули-
руются условия ее разрешимости в форме, допускающей проведение доказательного вычислитель-
ного эксперимента. Обсуждаются детали компьютерной реализации алгоритмов.

Непрерывно-дискретная модель, рассматриваемая в работе, является конкретной ре-
ализацией так называемого абстрактного функционально-дифференциального уравнения
[1, 2]. Конкретный пример такой модели, возникающей в задачах экономической динамики,
рассматривается в [3]. Отличительной особенностью системы является наличие фазовых
компонент как с непрерывным, так и с дискретным временем [4, 5].

Зафиксируем множество J = {t0, t1, . . . , tµ+1}, 0 = t0 < t1 < . . . < tµ < tµ+1 = T и
рассмотрим непрерывно-дискретную систему с дискретным управлением [6, 7]

ẋ(t)−
t∫
0

K(t, s) ẋ(s) ds = A0x(0) +Aτx(t− τ) +
∑

j:tj<t
Fj(t)y(tj) + f(t), t ∈ [0, T ],

y(ti)−
i−1∑
j=0

Bijy(tj) =
i∑

j=1
Hijv(tj) + g(ti), i = 1, 2, . . . , µ+ 1;

(1)

с заданными начальным состоянием:

x(0) = x0, y(0) = y0, (2)

и предысторией: x(ξ) = ϕ(ξ), ξ ∈ [−τ, 0) . Здесь Fj — (n×ν) - матрицы, элементы которых
суть суммируемые функции, A0 , Aτ , Bij и Hij — постоянные (n×n) -, (n×n) -, (ν×ν) -
и (ν × m) - матрицы соответственно, Hµ+1, j = 0 ∀j = 1, . . . , µ + 1 . Элементы kij(t, s)
ядра K(t, s) измеримы на множестве {(t, s) : 0 6 s 6 t 6 T} и таковы, что на этом
множестве |kij(t, s)| 6 κ(t), i, j = 1, . . . , n , где функция κ суммируема на [0, T ] . Функция
f : [0, T ]→ Rn— суммируема на [0, T ] , g : J → Rν — заданная функция.

Обозначим V = col
(
v(t1), · · · , v(tµ)

)
и сформулируем задачу управления как задачу

приведения системы (1) в заданное конечное состояние

x(T ) = xT , y(T ) = yT . (3)

Под управлением, решающим задачу (1) − (3) , будем понимать такой вектор V0 , при
котором система (1) имеет решение (x, y) , x ∈ ACn[0, T ] , y = col

(
y(t0), · · · , y(tµ+1)

)
, обра-

щающее ее уравнения в равенства и удовлетворяющее условиям (2)−(3) . Здесь ACn[0, T ]—
пространство абсолютно непрерывных функций x : [0, T ]→ Rn .

Пусть C1(·, ·) и X(·) — матрица Коши [8] и фундаментальная матрица линейного опе-
ратора

(L1x)(t) ≡ ẋ(t)−
t∫

0

K(t, s) ẋ(s) ds−Aτx(t− τ)χ[τ, T ](t)
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соответственно; C2(·, ·) и Y (·) — матрица Коши [9] и фундаментальная матрица линейного
оператора

(L2y)(ti) ≡ y(ti)−
i−1∑
j=0

Bijy(tj).

Определим матрицы W1 и W2 равенствами

W1V =

∫ T

0
C1(T, s)

∑
j:tj<s

Fj(s)

j∑
k=1

C2(j, k)
k∑
l=1

Hklv(tl) ds,

W2V =

µ+1∑
j=1

C2(µ+ 1, j)

j∑
k=1

Hjkv(tk).

Введем обозначения

f2(T )
def
= X(T )x0 +

∫ T

0
C1(T, s)

(
f(s) + ϕ(s− τ)χ[0, τ ](s)

)
ds,+

∫ T

0
C1(T, s)

j∑
k=1

C2(j, k)g(tk) ds,

f3(T )
def
= Y (T )y0 +

µ+1∑
j=1

C2(µ+ 1, j)g(tj).

и сформулируем теорему о разрешимости задачи управления (1)− (3) .
Т е о р е м а Задача управления (1) − (3) разрешима тогда и только тогда, когда

система линейных алгебраических уравнений(
W1

W2

)
V =

(
xT − f2(T )
yT − f3(T )

)
(4)

разрешима относительно вектора V . Каждое решение V0 системы (4) порождает
управление, решающее эту задачу.

Обсуждаются детали проведения доказательного вычислительного эксперимента (см. [1],
гл. VI) для исследования разрешимости поставленной задачи и, в случае ее разрешимости,
построения управления и соответствующей траектории с использованием программного па-
кета Maple.
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Aleksei Chadov
Reliable computing experiment for a continuous-discrete model
Abstract: A continuous-discrete system of functional-differential equations is considered. The

main feature of the system under consideration is the presence of both continuous time and
discrete time in the state variables and constant delay. The problem of control in the case of
only discrete control with aftereffect is formulated. Necessary and sufficient conditions for the
solvability of this problem are obtained in the form oriented to reliable computing experiment.
Some details of computer implementation of the proposed approach are discussed.
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